1. Determinati o primitiva a functiei f: [—1,1] = R, f(z) = arcsin /1 — 22,
Solutie. Pentru z € (0,1) avem /arcsin V1 — 22dx = xarcsin V1 — 22 — / T
1 —2x
. dr = zarcsinv1 — a2 — V1 —22+C 4
Va2 2y1 —a? P
Analog, primitivele pe (—1,0) sunt zarcsin v1 — 22 + /1 — 22 4+ C 2p
In final, folosind si faptul ca o functie derivabila este si continua deducem ca o
rarcsiny/1 — a2 ++v/1—22 — 1,2 € [-1,0)
rarcsiny/1 — a2 — 1 — 22+ 1,2 € [0,1]
se verifica faptul ca aceasta functie este derivabila pe [—1, 1]. 3p

primitiva pe [—1, 1] este F(z) =

?

2

2. Fie multimea G = {x1, 22, ..., z,} si ,,” 0 lege de comporzitie pe G ast-
fel incat (G,-) este grup cu elementul neutru e = x;. Notam cu A multimea
elementelor a din G pentru care exista o permutare ¢ din .S, astfel incat a =
To(1)To(2) - - - To(n)- S S€ arate ca:

a) Daca n este impar si grupul (G, -) este necomutativ, atunci A are cel putin
trei elemente.

b) Daca exista a din A, a # e, element care comuta doar cu e si a, atunci A
are cel putin 7 elemente.

Solutie. G e grup finit cu un numar impar de elemente, deci nu exista elemente
de ordin 2 in grup. Atunci z # 27! daci x # e. Asezand convenabil elemetele
grupului (fiecare x din G langa simetricul sau), gasim o permutare o astfel incat
€ = To(1) - To(n), deci e se afla in multimea A. 1p

Sa presupunem, prin absurd, ca A = {e}. Fie z,y din G fixate, z # y i fie 2
rezultatul compunerii celorlalte n — 2 elemente ale grupului. Atunci zyz si yxz
se afla in A, deci zyz = yrz = e, de unde xy = yz, pentru orice z,y din G, deci
G ar fi comutativ, fals. 2p

Asadar A contine incd un element a = Ty ... Tym). Dar a # a™ !, lar a™' =

;(ln) . .IL‘;(ll) € A, deci A are cel putin trei elemente. 1p

b) Cum aa™t = a~'a, reiese a™! = a. 1p

In particular, deoarece GG are un element de ordin 2, reiese ca n este par.

Fie b € G, b # a. Se stie ca functia f : G — G, f(x) = bxb™! este au-

xz

tomorfism al grupului (G,-). Sa presupunem cé a = Zyq)...Tem). Atunci
fla) = f(xs0)) - - f(xo(m)) iar f este bijectiva, deci f(a) € A. Pe de alta parte,
f(a) = bab™', deci bab~! € A, oricare ar fi b € G. 2p

Daca avem b,c € G astfel incat bab™' = cac™!, atunci ab~'c = b 'ca, deci

b~lc = a sau b~'c = e, de unde b = ac. De aici reiese ca A contine elementele
bab~"', adica cel putin % elemente. 2p



